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Variable Compleja 1. Examen XVI

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Integrando una conveniente funcién sobre un camino
cerrado que recorra la frontera del conjunto {z € C: e < |z| < R,0 < argz < 7/2},
con 0 < e <1< R, calcular la integral:

[ ),
0 ]. + $4 '

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Para cada n € N, sea f,, : C — C la funcién dada por

n+1
fn(z) = / e*'sen(tn + 2%)dt Vz € C.

Demostrar que:
1. f, es holomorfa en C.

2. La serie de funciones ) f, converge uniformemente en C y su suma es una
n>1
funcion entera.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Sea © un dominio y f € H(Q2). Demostrar que, si la
funcién Im f tiene un extremo relativo en un punto de €2, entonces f es constante.

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sean f,g € H(C) de modo que

()%

para todo n € N. Probar que una de las funciones es un polinomio de grado uno y
que la otra es un polinomio de grado tres.
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Ejercicio 1 (2.5 puntos). Integrando una conveniente funcién sobre un camino
cerrado que recorra la frontera del conjunto {z € C: e < |z| < R,0 < argz < 7/2},
con 0 < e <1< R, calcular la integral:

/ T2 log(x) i
0

Calculamos primero los puntos donde se anula el denominador de la funcion a
integrar:

1+2'=0 = 2'=-1 = z¢€ {ei(%Mg) ke {0,1,2,3}} = {e’%,ei:{Tﬁ,eiSTw,ei%r

Para cada k € {0,1,2,3}, definimos por simplicidad:

Sea por tanto A = {z; : k € {0,1,2,3}}. Definimos la funcién:

f: C\A — C
log(z)
1+ 24

Notemos que f € H(C\ A), y que A’ =, por lo que podemos aplicar el Teorema
de los Residuos. Como C es homolégicamente conexo, podemos aplicar el Teorema

de los Residuos para cualquier ciclo ¥ en C\ A. Para todo R > 1y ¢ € |0,1],
consideramos el siguiente ciclo:

z

Yer ="+, R +or — [ic,iR)]

representada en la Figura 1, donde:

e 0,772

Por el Teorema de los Residuos, tenemos que:

/ f(z)dz = 2mi Z Res(f,wo) Inds, ,(wp).
Yo R

woEA

Calculemos ahora los indices de los polos. Por como hemos definido el ciclo, tenemos
que:

Inds_ ,(20) =1
Inds, ,(2x) =0 paratodo k € {1,2,3}.
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—ig,iR)
w

22

Figura 1: Ciclo de integracién Y. p del Ejercicio 1.

Por tanto, tenemos que:
/ f(2)dz = 2mi Res(f, 2o).
EE,R

Antes de calcular el residuo, calculemos las integrales resultantes. Tenemos que:

R
f(2) dz:/ log(2) dz

1+ 24

[e,R]

Tomando limite con ¢ — 07, y R — +00, tenemos lo buscado.

Veamos ahora qué ocurre con la integral sobre el segmento [ic, i R]:

R B og(it) BInt + iarg(it)
dz =1 t)dt =1 ——dt =1 ———dt =
[ e [ i [ [

R ~ R R
Int+i-7/2 T 1 Int
= - D dt=——" dt + i ——dt.
Z/E 1+ ¢4 2 / 1+ H/E 1+

Veamos ahora qué ocurre con la integral sobre la curva ~.:

m log(z) ;
5 'SUP{l—i—z‘l 2678}

Para todo z € ., tenemos que:
1+ > |1 -t =1-¢=1-¢

[log(2)] = [ In]2| + arg(=)] < Ine+ 3

/f

Por tanto, tenemos que:

7r lna—i—%
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Como esta expresién es vélida para cualquier ¢ € |0, 1[, podemos hacer ¢ — 07
y tenemos que:

Ve

Veamos ahora qué ocurre con la integral sobre og:

log(z
f R - sup { 8(2) :zea}}
)
Para todo z € o, tenemos que:

1+ 24
1+ = |1 -2 =|1-R|=R'-1

| log(2)] = | In]2| + arg(=)| < IR+ 3

Por tanto, tenemos que:

lnR—l-%
Rt —1"

v
2
Como esta expresion es Vahda para cualquier R > 1, podemos hacer R — 400 y

tenemos que:
Ii dz =
v s

Uniendo todas las integrales que hemos calculado, tenemos que:

, > log(t) T /°° 1 ,/oo log(t)
2m R = dt + — - dt — dt
mi Res(f, z0) /0 R A e A

Calculemos ahora el residuo en el punto z, = €' aplicando la Regla de L’Hépital:

- o 1 log(e'®)  i-mla  imelT
Iim (z —e'4 z)=log (e't) llm — = = —0 = =
236’ ( ) f( ) s ( ) el 423 4 (ei%)?) 4613T 16
V2 V2 _imy2 1)
_ Ve Vo) L i
16 2 ' 32
Por tanto, sabemos que f tiene un polo simple en zy = €'7, y que:
o 1TV 2

R ‘1) = 1—1
€8 (f’ € 4) 32 ( 7’)

Por tanto, tenemos que:

imV/2 + log(t) T [T 1 + log(t)
omi 1) = dt + = - dt — i dt
m( 33 ¢ Z)> /0 T+ 73 /0 11t Z/O [T

2 +oo +00 +o00
_TV2G :/ los(?) dt+f/ ! dt—i/ log(t)
0 0 0

1+t 2
Igualando las partes imaginarias, tenemos que:

/+°° log(t) gt — V2
0

1T+ 16
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Ejercicio 2 (2.5 puntos). Para cada n € N, sea f,, : C — C la funcién dada por

n+1
ful2) = / e“tsen(tn 4+ 2%)dt Vz € C.

Demostrar que:

1. f, es holomorfa en C.
Definimos ® como sigue:

o: [nn+1xC — C
(t,2) — e 'sen(tn + 2%

Tenemos claramente que ® es continua en [n,n + 1] x C, y para cada t €
[n,n+ 1], la funcién z — ®(t, z) es holomorfa en C. Por tanto, por el Teorema
de Holomorfia de Integrales dependientes de un parametro, se concluye que

fn € H(C).
2. La serie de funciones Y f, converge uniformemente en C y su suma es una

n=1
funcién entera.

Sea K C C compacto. Para todo z € K y n € N, tenemos que:

|[fu(2)] =

< sup{‘ez_tsen(tn—l— 2| tenn+1]}

n+1
/ e* 'sen(tn + 2?) dt

Hacemos uso de que, para cada t € [n,n + 1], tenemos que:
|€z—t| _ 6Re(z)—t < 6Re(z)—n
|sen(tn + 2%)| < |sen(tn) cos(z?)| + | cos(tn) sen(z?)| < | cos(2?)| + |sen(z?)]

Ademas, como K es compacto y las funciones parte real, seno y coseno son
continuas, tenemos que My, M € R tales que:

M, = max{Re(z) : z € K}
M, = max {| cos(2%)| + |sen(z?)| : z € K }

Por tanto, tenemos que:

[fa(2)] < ™My

Veamos ahora que la serie de las cotas converge. Para ello, previamente vemos
que la siguiente serie converge:

. 1\
>-2 ()
n>1 n>1

Como /e < 1, la serie anterior converge. Por tanto, tenemos que la serie de

las cotas converge, y por el Test de Weierstrass, la serie de funciones ) f,
n=1
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converge uniformemente en K.

Por el Teorema de Convergencia de Weierstrass, la suma de la serie de funciones
es una funciéon holomorfa en C.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Sea © un dominio y f € H(Q2). Demostrar que, si la
funcion Im f tiene un extremo relativo en un punto de €2, entonces f es constante.

Definimos la siguiente funcién:

R

g: Q —
z — e

Como f es holomorfa, g es holomorfa en ). Calculemos su médulo:
9(2)] = 70| = im0,

Como Im f tiene un extremo relativo en un punto zy € €2, como la exponencial
real es estrictamente creciente, entonces |g| tiene un extremo relativo en zy.

= SiIm f tiene un méaximo relativo en zj, entonces |g| tiene un maximo relativo
en 2. Por el principio del médulo maximo, g es constante en €.

= SiIm f tiene un minimo relativo en zp, entonces |g| tiene un minimo relativo
en zg. Por el principio del médulo minimo, como la exponencial compleja no
se anula, g es constante en §2.

En cualquier caso, g es constante en 2. Sea por tanto a € C* tal que:
g(z) =e B = Vzeq.

Por tanto, se tiene que:
f(2) € iLog(a) Vz e Q.

Como ademas f es continua y dicho conjunto es discreto, se tiene que 33 €
i Log(a) tal que:
f(z)=0 Vze.

Por tanto, f es constante en €.

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sean f,g € H(C) de modo que

()

para todo n € N. Probar que una de las funciones es un polinomio de grado uno y
que la otra es un polinomio de grado tres.

Definimos el siguiente conjunto:

A:{l:nEN}
n
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Como A" = {0} C C, podemos aplicar el Pincipio de Identidad, y deducir que:
f(g(z) =2 VzeC

Supongamos que g es una funcién entera no polinémica. Por el Corolario del
Teorema de Casorati, 3{z,}neny C C con {z,} — oo tal que:

{9(z0)} = 0.

Ese hecho, junto con la continuidad de f, nos permite deducir que:

{f(g(zn))} = f(0).

Por otro lado, {z,} — oo, junto con la continuidad de f,g y que f(g(z)) = 27,
nos permite deducir que:

{F(g(zn))} = o0.

Por tanto, llegamos a que la suecién {f(g(z,))} es a la vez convergente y diver-
gente, lo que es una contradiccién. Por tanto, g es un polinomio.

Suponemos ahora que f no es un polinomio. Por el Corolario del Teorema de
Casorati, H{wy, tneny C C con {w,} — oo tal que:

{f(wn)} = 0.

Ahora, haciendo uso de que g es sobreyectiva por ser un polinomio (gracias al
Teorema Fundamental del Algebra), podemos encontrar una sucesion {z, fneny C C
tal que:

9(zn) = wy Vn € N.

Por tanto, tenemos que:

{f(g(zn)} = {f(wn)} — 0.

Por otro lado, supongamos que {z,} — « € C. Entonces, por la continuidad de
g tenemos que:

{9(z0)} = {wn} — g()

En contradiccién con que {w,} — oo. Por tanto, {z,} — oo. Por la continuidad de
f,9 v que f(g(z)) = 23, tenemos que:

{flg(z)} = {22} — <.

Por tanto, llegamos a que la suecién {f(g(z,))} es a la vez convergente y diver-
gente, lo que es una contradiccion. Por tanto, f es un polinomio.

Por tanto, f y g son polinomios. Como f(g(z)) = 23, tenemos que:

deg(f) - deg(g) = 3 = {deg(f),deg(g)} = {1,3}.

Por tanto, una de las funciones es un polinomio de grado uno y la otra es un poli-
nomio de grado tres.

10



